
高等数学（下）复习手册

高等数学（下）
期末突击复习手册

——基于历年真题的答题技巧、公式速查与渐进模拟演练

针对性覆盖：

• 傅里叶级数（系数计算、求级数和）

• 曲线积分与曲面积分（格林/高斯/斯托克斯公式）
• 幂级数展开与求和函数

• 多元函数可微性判断

• 微分方程大题

• 重积分与交换积分次序

基于多学年期末真题扫描件分析生成
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Part I

答题技巧大全

1 多元函数微分学答题技巧

1.1 可微性判断——万能定义法

核心判定流程

看到” 判断 f(x, y) 在点 (x0, y0) 是否可微”，按以下三步走：

(1) 先求 fx(x0, y0) 和 fy(x0, y0)（用定义或极限）。如果偏导数不存在，则不可微。

(2) 写出增量表达式：∆z = f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0)。

(3) 计算极限

lim
(∆x,∆y)→(0,0)

∆z − fx(x0, y0)∆x− fy(x0, y0)∆y√
∆x2 +∆y2

?
= 0

极限为 0 则可微，否则不可微。

真题再现（2022–2023）

判断 f(x, y) =
1− cos

√
x2 + y2

x2 + y2
在 (0, 0) 处是否可微。

入手思路：f(0, 0)需要先确定。令 r =
√
x2 + y2，则 f =

1− cos r
r2

。当 r → 0时，1−cos r ∼ r2

2
，

所以 f(0, 0) =
1

2
（补定义后）。

关键计算：用极坐标 x = r cos θ, y = r sin θ 化简极限分子：

∆z − 1

2
· 0− 1

2
· 0 = f(r)− 1

2
=

1− cos r
r2

− 1

2

判断
f(r)− 1/2

r
=

2(1− cos r)− r2

2r3
当 r → 0时的极限。用泰勒展开 1−cos r = r2

2
− r4

24
+o(r4)，

可得极限为 0，因此可微。

常见错误

• 忘记先验证偏导数是否存在。偏导数不存在 ⇒ 不可微。
• 极限计算时不用极坐标，直接走直线 y = kx，这只适用于证明不可微（找一条路径使极限
不为 0）。

• 混淆” 连续”” 可偏导”” 可微” 的关系。
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1.2 连续、可偏导、可微、偏导连续的逻辑关系图

关系图（必背！）

偏导数连续 ⇒ 可微 ⇒

连续可偏导
偏导数连续 ⇒

连续可偏导
注意：

• ” 连续” 与” 可偏导” 之间互不能推出。
• ” 可微” 能推出” 连续” 和” 可偏导”，但反之不行。
• ” 偏导数连续” 是最强的条件，能推出其他所有。

选择题秒杀技巧

当题目给 fx(0, 0)、fy(0, 0) 的存在性情况时，用排除法：

• fx 或 fy 不存在 ⇒ 不可微（排除” 可微” 选项）。
• f 在 (0, 0) 处不连续 ⇒ 不可微。
• fx 存在且 fy 存在，但极限不为 0 ⇒ 不可微。

1.3 方向导数与梯度

核心公式

方向导数：设方向 l⃗ = (cosα, cosβ, cos γ)，则

∂f

∂l

∣∣∣∣
P

= fx(P ) cosα+ fy(P ) cosβ + fz(P ) cos γ

梯度：grad f = ∇f = (fx, fy, fz)

方向导数的最大值 = |∇f | =
√
f2x + f2y + f2z，取得最大值的方向即梯度方向。

方向向量的单位化：l⃗ =
(a, b, c)√
a2 + b2 + c2

，其中 (a, b, c) 是方向向量（如
−−→
AB = B −A）。

真题再现

已知 u = xy/z，求 u 在点 (e, 1, 1) 沿方向 l⃗ = (1,−2, 2) 的方向导数。

解法：

ux =
y

z
· xy/z−1 ⇒ ux(e, 1, 1) = 1

uy =
1

z
· xy/z lnx⇒ uy(e, 1, 1) = e

uz = − y

z2
· xy/z lnx⇒ uz(e, 1, 1) = −e
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|⃗l| =
√
1 + 4 + 4 = 3，单位方向向量 l⃗0 =

(
1

3
,−2

3
,
2

3

)
。

∂u

∂l
= 1 · 1

3
+ e ·

(
−2

3

)
+ (−e) · 2

3
=

1− 4e

3

1.4 全微分

公式与计算

du = ux dx+ uy dy + uz dz

全微分近似：∆u ≈ du = ux∆x+ uy∆y + uz∆z

步骤：先分别求偏导，代入点坐标得到偏导数值，再乘以增量求和。

真题再现

z = 2x2y3，在点 (2,−1) 处，∆x = 0.02，∆y = −0.01，求 dz。
解：zx = 4xy3，zy = 6x2y2。代入 (2,−1)：zx = −4，zy = 24。

dz = (−4)(0.02) + 24(−0.01) = −0.08− 0.24 = −0.32

1.5 多元微分学的几何应用

空间曲线的切线与法平面

曲线


x = x(t)

y = y(t)

z = z(t)

在 t = t0 处：

切线方程：
x− x0
x′(t0)

=
y − y0
y′(t0)

=
z − z0
z′(t0)

法平面：x′(t0)(x− x0) + y′(t0)(y − y0) + z′(t0)(z − z0) = 0

若曲线由一般式

F (x, y, z) = 0

G(x, y, z) = 0
给出，则切向量 τ⃗ = ∇F ×∇G。

曲面的切平面与法线

曲面 F (x, y, z) = 0 在点 P0 处：

法向量：n⃗ = (Fx, Fy, Fz)
∣∣
P0

切平面：Fx(P0)(x− x0) + Fy(P0)(y − y0) + Fz(P0)(z − z0) = 0

法线：
x− x0
Fx(P0)

=
y − y0
Fy(P0)

=
z − z0
Fz(P0)
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2 重积分答题技巧 高等数学（下）复习手册

1.6 拉格朗日乘数法求条件极值

标准操作流程

求 u = f(x, y, z) 在约束 g(x, y, z) = 0 下的极值：

(1) 构造 L(x, y, z, λ) = f(x, y, z) + λ g(x, y, z)。

(2) 解方程组： 

Lx = fx + λgx = 0

Ly = fy + λgy = 0

Lz = fz + λgz = 0

g(x, y, z) = 0

(3) 比较各驻点的函数值，最大/最小者即为所求。

技巧：消去 λ 的常用方法——前两个方程相除，或用行列式。

真题再现

求原点到曲面 5x2 − 6xy + 5y2 = 4 上点的最远/最近距离。
入手：距离 d =

√
x2 + y2，等价于求 f = x2 + y2 在约束 5x2 − 6xy + 5y2 = 4 下的极值。

构造 L = x2 + y2 + λ(5x2 − 6xy + 5y2 − 4)，求偏导：
2x+ λ(10x− 6y) = 0

2y + λ(−6x+ 10y) = 0

5x2 − 6xy + 5y2 = 4

从前两式消 λ：
2x

10x− 6y
=

2y

−6x+ 10y
，化简得 x = y 或 x = −y。

x = y：代入约束 4x2 = 4，x = ±1，d =
√
2。

x = −y：代入约束 16x2 = 4，x = ±1
2，d =

√
1
2 =

√
2

2
。

所以 dmax =
√
2，dmin =

√
2

2
。

2 重积分答题技巧

2.1 交换积分次序——画图法

核心步骤

看到” 交换积分次序” 或” 改变积分顺序”，按以下步骤：

(1) 由原积分
´ b
a dx

´ φ2(x)
φ1(x)

f(x, y) dy 写出不等式区域：a ≤ x ≤ b，φ1(x) ≤ y ≤ φ2(x)。

(2) 画出积分区域 D 的草图（标出边界曲线的交点）。

(3) 从图中读出新的不等式描述：c ≤ y ≤ d，ψ1(y) ≤ x ≤ ψ2(y)。
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(4) 写出新积分：
´ d
c dy

´ ψ2(y)
ψ1(y)

f(x, y) dx。

真题再现

交换
ˆ 2

1
dx
ˆ x2

1
f(x, y) dy 的积分次序。

解：区域 D：1 ≤ x ≤ 2，1 ≤ y ≤ x2。画出区域：左边界 x =
√
y（即 y = x2 的反函数），右边

界 x = 2，y 从 1 到 4。

所以
´ 2
1 dx

´ x2
1 f(x, y) dy =

´ 4
1 dy

´ 2√
y f(x, y) dx。

交换次序的常见陷阱

• 画图时标错交点。务必把边界曲线的交点全部求出。
• 当 y 的下界是 x 的函数时，交换后 x 的下界可能是 y 的反函数。常见关系：y = x2 ⇔
x =

√
y（取正号要看区域）。

• 区域需要分割的情况（如 y 方向看，左边界的表达式在某个 y 值处变化），需要把区域分

成两块分别积分。

2.2 二重积分的计算方法选择

方法选择决策树

情况 1. 矩形区域 [a, b]× [c, d]：直接累次积分。

情况 2. 圆形区域或被积函数含 x2+y2：用极坐标 x = r cos θ, y = r sin θ，面积元素 dσ = r dr dθ。

情况 3. 被积函数关于 x（或 y）是奇/偶函数 且区域关于 y 轴（或 x 轴）对称：利用对称性化简

为 0 或 2 倍。

情况 4. 被积函数含 |y|：利用对称性，= 2
˜
D∩{y≥0} y dσ。

真题再现——对称性

计算
˜
D |y| dσ，其中 D 由 x+ y = 1，x− y = 1，y = −1 围成。

入手：|y| 是关于 x 的偶函数（把 x 换成 −x，|y| 不变），区域关于 y 轴对称。所以
¨
D
|y| dσ = 2

ˆ 1

0
dy
ˆ 1−y

y−1
y dx = 2

ˆ 1

0
y(1− y − y + 1) dy = 2

ˆ 1

0
2y(1− y) dy =

2

3
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2.3 三重积分

坐标选择

• 柱坐标 (r, θ, z)：x = r cos θ, y = r sin θ, z = z，dV = r dr dθ dz。适用于积分区域/被积
函数含 x2 + y2 的情形。

• 球坐标 (r, φ, θ)：x = r sinφ cos θ, y = r sinφ sin θ, z = r cosφ，dV = r2 sinφ dr dφ dθ。
适用于球形区域。

截面法（先二后一）：
˝

V f dV =
´ z2
z1

(˜
D(z) f dσ

)
dz。当被积函数只含 z 时尤其好用。

3 曲线积分与曲面积分答题技巧

3.1 第一类曲线积分（对弧长）

计算方法

参数曲线 L : x = x(t), y = y(t), α ≤ t ≤ β：
ˆ
L
f(x, y) ds =

ˆ β

α
f
(
x(t), y(t)

)√
x′(t)2 + y′(t)2 dt

性质：与曲线方向无关（无正负之分）。

轮换对称性（第一类曲线积分专属）

若曲线 L关于 x, y, z具有轮换对称性（如 L为球面与平面的交线 x2+y2+z2 = R2与 x+y+z =

0），则 ˛
L
x2 ds =

˛
L
y2 ds =

˛
L
z2 ds = 1

3

˛
L
(x2 + y2 + z2) ds

真题：L : x2 + y2 + z2 = 7 与 x+ y + z = 0 的交线，求
¸
L(x+ 1)2 ds。

展开 (x+1)2 = x2+2x+1，由轮换对称性
¸
L x

2 ds =
¸
L y

2 ds =
¸
L z

2 ds，且
¸
L x ds =

¸
L y ds =¸

L z ds。而 x+ y + z = 0 在 L 上恒成立，所以
˛
L
(x+ 1)2 ds = 1

3

˛
L
(x2 + y2 + z2 + 2x+ 2y + 2z + 3) ds = 1

3

˛
L
7ds = 28π

3

（这里 x2 + y2 + z2 = 7 在 L 上，且
¸
L ds = 2π ·

√
7 为圆周长。）

3.2 第二类曲线积分与格林公式

格林公式

设 P,Q 在 D 上有一阶连续偏导，L 取正向（逆时针），则
˛

L

P dx+Q dy =

¨

D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dσ

适用条件：L 必须是闭合曲线且取正向；D 内不能有奇点（使 P,Q 偏导不连续的点）。
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格林公式的三大应用场景

场景 1. 直接使用：L 已闭合，D 内无奇点。验证 ∂Q

∂x
=
∂P

∂y
，若相等则积分为 0。

场景 2. 挖洞法（关键！）：L 闭合但 D 内有奇点（通常使分母为零的点），且
∂Q

∂x
=
∂P

∂y
在 D 去

掉奇点后成立。做法：在奇点处做小圆 Cε（顺时针），则˛
L
=

˛
C−

ε

= −
˛
Cε

其中 Cε 取逆时针。小圆上用参数化直接算。

场景 3. 补线法：L 不闭合。补一条线段 L0 使 L+L0 闭合，用格林公式算闭合曲线积分，再减去

L0 上的积分。 ˆ
L
=

˛
L+L0

−
ˆ
L0

补线的选择原则：使 L0 上的积分容易计算（通常选坐标轴上的线段）。

真题再现——挖洞法

计算
¸
C

(x+ y) dx+ (y − x) dy
x2 + y2

，其中 C : 2x2 + y2 = 1 取逆时针。

入手：P =
x+ y

x2 + y2
，Q =

y − x

x2 + y2
。奇点在 (0, 0)（分母为零），且 (0, 0) 在 C 内部。

验证：
∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= 0（在去掉原点后），所以可用挖洞法。

取小圆 Cε : x
2 + y2 = ε2（逆时针），参数化 x = ε cos t, y = ε sin t, 0 ≤ t ≤ 2π：

˛
Cε

(x+ y) dx+ (y − x) dy
x2 + y2

=

ˆ 2π

0

(ε cos t+ ε sin t)(−ε sin t) + (ε sin t− ε cos t)(ε cos t)
ε2

dt

=

ˆ 2π

0

−ε2(cos t sin t+ sin2 t− sin t cos t+ cos2 t)
ε2

dt

=

ˆ 2π

0
(− sin2 t− cos2 t) dt =

ˆ 2π

0
(−1) dt = −2π

由格林公式挖洞法，原积分 = −2π。

真题再现——积分与路径无关

设 f(x, y) 满足 ∂f
∂x = (2x + 1)e2x−y，f(0, y) = y + 1，Lt 是从 (0, 0) 到 (1, t) 的光滑曲线，求

I(t) =

ˆ
Lt

∂f

∂x
dx+

∂f

∂x
dy 的最小值。

入手：先求 f(x, y)。由 ∂f
∂x = (2x+ 1)e2x−y 对 x 积分：

f(x, y) =

ˆ
(2x+ 1)e2x−y dx = xe2x−y + g(y)

代入 f(0, y) = y + 1 得 g(y) = y + 1，所以 f(x, y) = xe2x−y + y + 1。

关键：注意被积表达式是 ∂f
∂x dx+ ∂f

∂x dy，不是 ∂f
∂x dx+ ∂f

∂y dy。所以不能直接用 f 的全微分。

设 P = ∂f
∂x = (2x+ 1)e2x−y，Q = ∂f

∂x = P（同一个函数！），则 ∂Q
∂∂x = ∂P

∂∂y 不一定成立。此题应

直接参数化 Lt 或利用已知条件化简。
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实际上，观察 P dx+ P dy = P ( dx+ dy)，可换元。但更直接的方法：取特殊路径（折线），如
先从 (0, 0) 到 (0, t) 再到 (1, t)。

沿 (0, 0) → (0, t)：x = 0, dx = 0，积分 =
´ t
0 P (0, y) dy。

沿 (0, t) → (1, t)：y = t, dy = 0，积分 =
´ 1
0 P (x, t) dx。

更巧妙的做法是利用 f 本身。因为
´
Lt
fx dx + fx dy，沿特殊路径算出后得到 I(t) = e2−t + t，

求导 I ′(t) = 1− e2−t = 0 ⇒ t = 2，最小值 I(2) = e0 + 2 = 3。

3.3 第一类曲面积分（对面积）

投影法

曲面 Σ : z = z(x, y)，(x, y) ∈ Dxy：
¨

Σ

f(x, y, z) dS =

¨

Dxy

f
(
x, y, z(x, y)

)√
1 + z2x + z2y dx dy

关键：面积元素 dS =
√

1 + z2x + z2y dσ。

真题再现

计算
˜
Σ

y2 dS，Σ : x+ y + z = 1, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0。

解：z = 1− x− y，zx = −1，zy = −1，
√
1 + 1 + 1 =

√
3。

¨

Σ

y2 dS =
√
3

¨

Dxy

y2 dx dy =
√
3

ˆ 1

0
dy
ˆ 1−y

0
y2 dx =

√
3

ˆ 1

0
y2(1− y) dy =

√
3 · 1

12
=

√
3

12

3.4 第二类曲面积分与高斯公式

高斯公式（散度定理）

设 Σ 取外侧（封闭曲面），Ω 为 Σ 所围区域：
‹

ΣP dy dz +Q dz dx+R dx dy =

˚

Ω

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dV

补面法——曲面积分的最核心技巧！

当 Σ 不封闭时，补一个简单曲面 Σ1 使 Σ+ Σ1 封闭：¨

Σ

=

‹
Σ+ Σ1 −

¨

Σ1

补面选择：通常补 z = const（即 Dxy 上的平面），方向取与 Σ 配合使整体取外侧。

计算 Σ1 上的积分：Σ1 : z = c 时，dy dz = 0，dz dx = 0，只剩 dx dy 项。dx dy 的正负由侧
决定（上侧为正，下侧为负）。

常见题型：Σ 是旋转抛物面 z = x2 + y2 (z ≤ 1) 的上侧 ⇒ 补 Σ1 : z = 1, x2 + y2 ≤ 1 的下侧。

11
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真题再现

Σ : z = x2 + y2 (z ≤ 1) 上侧，求
˜
Σ

(x− 1)3 dy dz + (y − 1)3 dz dx+ (z − 1) dx dy。

解：

Step 1. 补 Σ1 : z = 1, x2 + y2 ≤ 1，取下侧。

Step 2. 对 Σ+ Σ1 用高斯公式：

div = 3(x− 1)2 + 3(y − 1)2 + 1

Step 3. 利用对称性：x− 1 在 V 上关于 x = 1 不对称，但注意到 V 关于 x = 0 和 y = 0 不对称。

更简单的方法：令 u = x− 1, v = y − 1，则
˝

V (3u
2 + 3v2 + 1) dV。但积分区域也变了。

直接用柱坐标：

I =

˚
V
[3(x− 1)2 + 3(y − 1)2 + 1] dV −

¨

Σ1

=

˚
V
[3x2 + 3y2 − 6x− 6y + 7] dV −

¨

Σ1

由对称性
˝

V x dV =
˝

V y dV = 0（V 关于 xz、yz 平面近似对称，但严格来说需验证。

实际上 V : 0 ≤ z ≤ 1, 0 ≤ r ≤
√
z 关于 x 和 y 都对称），所以：

=

˚
V
(3r2 + 7) dV −

¨

Σ1

柱坐标：=
´ 2π
0 dθ

´ 1
0 dz

´ √z
0 (3r2 + 7)r dr −

˜
Σ1

Σ1 上的积分：z = 1 下侧，dy dz = 0, dz dx = 0，dx dy = − dσ：
¨

Σ1

= −
¨

Dxy

(1− 1) dx dy = 0

最终结果 = 2π
´ 1
0

(
3
4z

2 + 5z
)

dz · 2− 0 = −4π（具体计算注意符号和展开）。

第二类曲面积分的奇偶对称性

若封闭曲面 Σ 关于 x = 0（yOz 面）对称：

• 被积函数 f(x, y, z) 关于 x 是偶函数 ⇒
˜
Σ

f dy dz = 0

• 被积函数 f(x, y, z) 关于 x 是奇函数 ⇒
˜
Σ

f dy dz = 2
˜

Σx≥0

f dy dz

注意：这里说的是 dy dz 前面的系数关于 x 的奇偶性，不是整个被积表达式的对称性。

真题：Σ 关于 x = 0 对称，
˜
Σ

x dy dz > 0（x 关于 x 是奇函数），而
˜
Σ

x2 dy dz = 0（x2 关于 x

是偶函数）。

12
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3.5 斯托克斯公式

斯托克斯公式

设 Σ 的边界为 ∂Σ（右手定则确定方向）：

˛

∂Σ

P dx+Q dy +R dz =
¨

Σ

∣∣∣∣∣∣∣∣
dy dz dz dx dx dy
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣
使用场景：空间曲线积分，且曲线是某曲面的边界时。

4 幂级数展开与求和函数答题技巧

4.1 常用展开公式（必须熟记）

六大核心公式

以下公式中 |x| < 1（收敛域内）：

1

1− x
=

∞∑
n=0

xn (F1)

1

1 + x
=

∞∑
n=0

(−1)nxn (F2)

ex =

∞∑
n=0

xn

n!
, |x| < +∞ (F3)

sinx =

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
, |x| < +∞ (F4)

cosx =

∞∑
n=0

(−1)nx2n

(2n)!
, |x| < +∞ (F5)

ln(1 + x) =

∞∑
n=1

(−1)n−1xn

n
, −1 < x ≤ 1 (F6)

由 (F1) 变形得到的常用公式：

1

1− x2
=

∞∑
n=0

x2n (F1’)

1

1 + x2
=

∞∑
n=0

(−1)nx2n (F2’)

1

(1− x)2
=

∞∑
n=1

nxn−1 =

∞∑
n=0

(n+ 1)xn (F1’，逐项求导得)

13
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公式记忆口诀

• 1

1±某
的展开：分母中的” 某” 取什么符号，展开后就是 (−1)n（减号）还是全正（加号）。

• ln(1 + x)：注意 n 从 1 开始，(−1)n−1 与 xn 的符号交替。收敛域含 x = 1（交错调和级

数收敛）。

• arctanx =

ˆ x

0

1

1 + t2
dt =

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

2n+ 1
（由 (F2’) 逐项积分）。

4.2 函数展开为幂级数——两大策略

策略一：逐项求导后展开，再逐项积分回来（先导后积）

适用场景：直接展开困难，但 f ′(x) 的展开容易。

标准流程：

(1) 对 f(x) 求导得 f ′(x)。

(2) 将 f ′(x) 展开为
∑
anx

n。

(3) 逐项积分：f(x) = f(0) +
´ x
0

∑
ant

n dt = f(0) +
∑ an

n+ 1
xn+1。

真题：f(x) =
1

2
ln 1 + x

1− x
，展开为 x 的幂级数。

f ′(x) =
1

2

(
1

1 + x
+

1

1− x

)
=

1

1− x2
=
∑∞

n=0 x
2n（用 F1’）。

f(0) = 0，所以 f(x) =

ˆ x

0

∞∑
n=0

t2n dt =
∞∑
n=0

x2n+1

2n+ 1
。

策略二：先积分再展开，再逐项求导回来（先积后导）

适用场景：f(x) 含有不好展开的因子（如 1/(1− x) 型），但积分后变简单。

标准流程：

(1) 设 F (x) =
´ x
0 f(t) dt。

(2) 展开 F (x)。

(3) 求导得 f(x) = F ′(x)。

策略三：代数变形 + 四则运算

适用场景：可以拆分成已知展开的线性组合。
真题：将 f(x) =

1

x2 − 1
展开为 x 的幂级数。

f(x) =
1

(x− 1)(x+ 1)
=

1

2

(
1

x− 1
− 1

x+ 1

)
=

1

2

(
− 1

1− x
− 1

1 + x

)
= −1

2

∑
xn − 1

2

∑
(−1)nxn = −

∑
n偶 x

n = −
∑∞

n=0 x
2n。

更常见的题型：f(x) =
1

1− x4
展开为 x 的幂级数。用 (F1’)：

14



4 幂级数展开与求和函数答题技巧 高等数学（下）复习手册

f(x) =
∑∞

n=0(x
4)n =

∑∞
n=0 x

4n，收敛域 |x| < 1。

再求 f(x) =
1

1− x4
− 1 的展开和积分（先导后积）：

g(x) =
1

1− x4
− 1 =

∞∑
n=1

x4n

g′(x) =

∞∑
n=1

4n · x4n−1

4.3 求幂级数和函数

核心方法——” 先导后积” 或” 先积后导” 消去 n

目标：将
∑
cnx

n 中的系数 cn 简化（消去 n 的依赖）。

方法 1. 分式型 cn =
1

an+ b
：逐项求导消去分母。

S(x) =

∞∑
n=0

xan+b

an+ b
=⇒ S′(x) =

∞∑
n=0

xan+b−1 =
xb−1

1− xa

再积分回来。

方法 2. n 乘型 cn = n 或 cn = n2：逐项积分消去 n。

S(x) =

∞∑
n=1

nxn−1 =⇒
ˆ x

0
S(t) dt =

∞∑
n=1

xn =
x

1− x

再求导得 S(x) =
1

(1− x)2
。

方法 3. 裂项型 cn =
1

(n+ a)(n+ b)
：拆成部分分式，分成两个求和。

1

(n− 1)(n+ 1)
=

1

2

(
1

n− 1
− 1

n+ 1

)
分别用求和函数方法处理。

真题再现——裂项 + 求和函数

求 s(x) =

∞∑
n=2

xn

n2 − 1
的和函数。

解：
1

n2 − 1
=

1

(n− 1)(n+ 1)
=

1

2

(
1

n− 1
− 1

n+ 1

)
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s(x) =
1

2

[ ∞∑
n=2

xn

n− 1
−

∞∑
n=2

xn

n+ 1

]

=
1

2

[
x

∞∑
n=2

xn−1

n− 1
− 1

x

∞∑
n=2

xn+1

n+ 1

]

=
1

2

[
x

∞∑
m=1

xm

m
− 1

x

∞∑
m=3

xm

m

]
(m = n− 1, m = n+ 1)

已知
∞∑
m=1

xm

m
= − ln(1− x)（由 (F6)），所以：

s(x) =
1

2

[
−x ln(1− x)− 1

x

(
− ln(1− x)− x− x2

2

)]
=
x(x+ 2)− 2(x2 − 1) ln(1− x)

4x

（x ̸= 0，s(0) = 0。）

代入 x = 1
2 可求

∑∞
n=2

1

(n2 − 1)2n
=

1

8
(5− 6 ln 2)。

真题再现——递推关系 → 微分方程

数列 {an} 满足 a0 = 3, a1 = 1，an−2 = n(n− 1)an (n ≥ 2)。S(x) =
∑
anx

n，求 S(x)。

入手：从递推关系中消去数列，转化为微分方程。n(n− 1)an = an−2，两边乘 xn−2 再求和：

∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n−2 =

∞∑
n=2

an−2x
n−2

左边 = S′′(x)，右边 = S(x)。所以 S′′(x) = S(x)。

特征方程 r2 − 1 = 0，r = ±1。S(x) = C1e
x + C2e

−x。

由 a0 = S(0) = 3 ⇒ C1 + C2 = 3。S′(x) = C1e
x − C2e

−x，S′(0) = a1 = 1 ⇒ C1 − C2 = 1。

解得 C1 = 2, C2 = 1，S(x) = 2ex + e−x。

4.4 收敛半径与收敛域

求法

收敛半径 R：设
∑
anx

n（或
∑
an(x− x0)

n），则

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ 或 R =
1

limn→∞
n
√

|an|

（取其中存在且方便计算者。）

收敛域：确定端点 x0 ±R 处级数是否收敛（代入检验）。

缺项级数（如
∑
anx

2n）：不能直接用系数比，需用比值/根值法：

lim
n→∞

∣∣∣∣∣an+1x
2(n+1)

anx2n

∣∣∣∣∣ < 1 =⇒ |x|2 · lim
∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ < 1
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阿贝尔定理——选择题秒杀

若
∑
an(x− x0)

n 在 x = x1 处收敛，则在 |x− x0| < |x1 − x0| 内绝对收敛。
真题：

∑
an(x − 1)n 在 x = −1 处收敛，则 R ≥ | − 1 − 1| = 2，x = 2 ∈ (−1, 3)，故在 x = 2

处绝对收敛。

5 傅里叶级数答题技巧

5.1 系数公式（必须熟记）

一般周期 2l 的傅里叶级数

设 f(x) 以 2l 为周期，则

a0 =
1

l

ˆ l

−l
f(x) dx (A0)

an =
1

l

ˆ l

−l
f(x) cos nπx

l
dx, n = 1, 2, 3, . . . (An)

bn =
1

l

ˆ l

−l
f(x) sin nπx

l
dx, n = 1, 2, 3, . . . (Bn)

特殊化：l = π 时，cos nπxl = cosnx，sin nπx
l = sinnx。

利用偶函数性质（f 为偶函数）：

bn = 0, an =
2

l

ˆ l

0
f(x) cos nπx

l
dx

利用奇函数性质（f 为奇函数）：

an = 0, bn =
2

l

ˆ l

0
f(x) sin nπx

l
dx

半周期公式——偶函数时只需积半个周期

当 f(x) 是偶函数（或只给了一个周期 [0, l] 上的定义并作偶延拓）时：

an =
2

l

ˆ l

0
f(x) cos nπx

l
dx

这样积分区间缩短一半，计算量减半。判断是否为偶函数：看 f(x) 的表达式是否关于 x 对称。

5.2 an、bn 积分的计算——分部积分法详解

分部积分——傅里叶系数计算的核心难点

计算 an 或 bn 时，被积函数通常是 f(x) · cos nπxl 或 f(x) · sin nπx
l 。当 f(x) 是多项式或可积函

数时，分部积分是主要工具。
分部积分公式：

´
u dv = uv −

´
v du

选 u、dv 的原则：
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• u 选多项式部分（求导后降次），dv 选三角函数部分（积分后仍是三角函数）。

• 若 f(x) = Ax+B（一次函数），分部积分一次即可。

• 若 f(x) 是高次多项式，需分部积分多次。

分部积分完整示范

f(x) = 2 + x，周期 2l = 2（l = 1），求 an（f 为偶函数）。

an = 2

ˆ 1

0
(2 + x) cos(nπx) dx

设 u = 2 + x，dv = cos(nπx) dx，则 du = dx，v =
sin(nπx)
nπ

。

第一轮分部积分：

an = 2

[
(2 + x) · sin(nπx)

nπ

∣∣∣1
0
−
ˆ 1

0

sin(nπx)
nπ

dx
]

边界项：sin(nπ · 1) = sin(nπ) = 0，sin 0 = 0，所以边界项 = 0。

第二轮：处理
ˆ 1

0
sin(nπx) dx：

ˆ 1

0
sin(nπx) dx = −cos(nπx)

nπ

∣∣∣1
0
= −cos(nπ)− 1

nπ
= −(−1)n − 1

nπ

所以

an = 2

[
0− 1

nπ
·
(
−(−1)n − 1

nπ

)]
=

2[(−1)n − 1]

n2π2

进一步简化：n为偶数时 (−1)n−1 = 1−1 = 0，a2k = 0。n为奇数时 (−1)n−1 = −1−1 = −2，

a2k+1 =
−4

(2k + 1)2π2
。

分部积分的常见规律

• 多项式 × cos / sin：多项式部分每分部积分一次，次数降 1。一次函数分部积分 1 次后变

成常数 × 三角积分。
• cos(nπx) 在 x = 0 和 x = l 处的值：cos(nπ) = (−1)n，cos 0 = 1。差值 (−1)n − 1 决定了

an 是否为零。

• sin(nπx) 在 x = 0 和 x = l 处的值：sin(nπ) = 0，sin 0 = 0。所以当 u 是多项式时，sin
的边界项恒为零（奇函数性质）。

5.3 和函数 S(x) 的表达式

狄利克雷收敛定理

设 f(x) 以 2l 为周期，在每个周期内只有有限个第一类间断点和有限个极值点，则傅里叶级数

的和函数

S(x) =
f(x−) + f(x+)

2

在连续点：S(x) = f(x)。

18



5 傅里叶级数答题技巧 高等数学（下）复习手册

在间断点：S(x) =
f(x−) + f(x+)

2
（左右极限的平均值）。

在端点 x = ±l：S(±l) = f(l−) + f(−l+)
2

。

求 S(x0) 的步骤

(1) 判断 x0 是否是 f 的连续点。

(2) 若连续，S(x0) = f(x0)。

(3) 若不连续，S(x0) =
f(x−0 ) + f(x+0 )

2
。

(4) 若 x0 超出一个周期的范围，先用周期性化到 [−l, l] 内。

真题再现

f(x) 周期为 3，f(x) =

|x|, |x| ≤ 1

1, 1 < |x| ≤ 3
2

，求和函数 S(x) 及 S(−2)、S(3)、S(9/2)。

入手：2l = 3，l = 3
2。画出一个周期 [−3

2 ,
3
2 ] 上的图形：

• [−3
2 ,−1]：f = 1

• [−1, 1]：f = |x|（V 形）
• [1, 32 ]：f = 1

S(−2)：−2+3 = 1 ∈ [−3
2 ,

3
2 ]（利用周期性 f(x+3) = f(x)），x = 1处 f 连续，S(−2) = f(1) = 1。

S(3)：3− 3 = 0，x = 0 连续，S(3) = f(0) = 0。

S(9/2)：9/2− 3 = 3/2，在端点处，S(3/2) =
f(3/2−) + f(−3/2+)

2
=

1 + 1

2
= 1。

5.4 利用傅里叶级数求数值级数的和

标准流程

(1) 求出傅里叶展开式 f(x) =
a0
2

+
∑
an cos nπx

l
+
∑
bn sin nπx

l
。

(2) 选取合适的 x 值（通常是使 cos 或 sin 取简单值的点，如 x = 0, x = l）。

(3) 代入后得到一个等式，左边是 f(x0) 的值（或左右极限的平均值），右边是目标级数。

(4) 解出目标级数的和。

真题再现——求
∑ 1

n2

f(x) = 2 + x（偶函数，周期 2），展开为傅里叶级数（见上文 an 的计算）。令 x = 0：

f(0) = 2 =
a0
2

+

∞∑
n=1

an cos 0 =
5

2
+

∞∑
n=1

2[(−1)n − 1]

n2π2
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6 微分方程答题技巧 高等数学（下）复习手册

注意只有奇数项非零：a2k+1 =
−4

(2k + 1)2π2
，所以

2 =
5

2
+

∞∑
k=0

−4

(2k + 1)2π2

∑∞
k=0

1

(2k + 1)2
=
π2

8
。

令 S =
∑∞

n=1

1

n2
，则 S =

∑∞
k=0

1

(2k + 1)2
+
∑∞

k=1

1

(2k)2
=
π2

8
+

1

4
S。

3

4
S =

π2

8
，S =

π2

6
。

另一常见求和——
∑ (−1)n

n2

令上题中 x = 1（连续点），f(1) = 3：

3 =
5

2
+

∞∑
n=1

2[(−1)n − 1]

n2π2
cos(nπ)

cos(nπ) = (−1)n，展开化简可得含
∑ (−1)n

n2
的等式。

这种类型的题关键是：选对代入点，使等式右边出现目标级数。

6 微分方程答题技巧

6.1 一阶线性微分方程

标准形式与通解公式

y′ + P (x)y = Q(x) 的通解：

y = e−
´
P (x) dx

[ˆ
Q(x) e

´
P (x) dx dx+ C

]

识别一阶线性方程

• 标准形式：y′+（只含 x 的函数）×y =（只含 x 的函数）。

• 若方程是 y′ + p(x)y = q(x)yn（n ̸= 0, 1），这是伯努利方程，令 z = y1−n 化为一阶线性。

• 若方程含 y2 项（如 y′ = y2 + . . .），不是一阶线性，可能需要换元或其他方法。
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7 核心公式速查表 高等数学（下）复习手册

6.2 二阶常系数线性微分方程

齐次方程 y′′ + py′ + qy = 0

特征方程 r2 + pr + q = 0：

• 两个不等实根 r1 ̸= r2：y = C1e
r1x + C2e

r2x

• 两个相等实根 r1 = r2 = r：y = (C1 + C2x)e
rx

• 共轭复根 α± βi：y = eαx(C1 cosβx+ C2 sinβx)

非齐次方程 y′′ + py′ + qy = f(x)

通解 = yh（对应齐次通解）+yp（特解）。

特解的设定（待定系数法）：

f(x) 的形式 特解 yp 的设定

Pn(x)e
λx（多项式 × 指数） xkQn(x)e

λx

eαx[a cosβx+ b sinβx] xkeαx[A cosβx+B sinβx]
其中 k 是 λ（或 α± βi）作为特征根的重数（0、1 或 2）。

幂级数求和中的微分方程

当幂级数
∑
anx

n 的系数满足递推关系 an−2 = n(n− 1)an 时：

两边乘 xn−2 求和：
∑
n(n− 1)anx

n−2 =
∑
an−2x

n−2

即 S′′(x) = S(x)。

这是二阶常系数齐次方程，解出 S(x) 后用初始条件确定常数（S(0) = a0，S′(0) = a1）。

Part II

基础知识查漏补缺

7 核心公式速查表

7.1 多元微分学

偏导数与全微分

全微分：dz = ∂z
∂x dx+ ∂z

∂y dy + ∂z
∂z dz

方向导数：
∂f

∂l
= ∇f · l⃗0 = fx cosα+ fy cosβ + fz cos γ

梯度：∇f =
(
∂f
∂x ,

∂f
∂y ,

∂f
∂z

)
，方向导数最大值 = |∇f |

复合函数：z = f(u, v)，u = φ(x, y)，v = ψ(x, y)：

∂z

∂x
=
∂f

∂u

∂u

∂x
+
∂f

∂v

∂v

∂x
,

∂z

∂y
=
∂f

∂u

∂u

∂y
+
∂f

∂v

∂v

∂y

隐函数 F (x, y) = 0：
dy
dx = −Fx

Fy
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7 核心公式速查表 高等数学（下）复习手册

隐函数 F (x, y, z) = 0： ∂z
∂x = −Fx

Fz
，∂z

∂y = −Fy
Fz

7.2 重积分

坐标变换

极坐标：x = r cos θ, y = r sin θ, dσ = r dr dθ
柱坐标：x = r cos θ, y = r sin θ, z = z, dV = r dr dθ dz
球坐标：x = ρ sinφ cos θ, y = ρ sinφ sin θ, z = ρ cosφ，dV = ρ2 sinφ dρdφ dθ

二重积分换元：x = x(u, v), y = y(u, v)，dσ = |J | du dv，其中 J = det
(
xu xv

yu yv

)

7.3 曲线积分

格林公式

¸
L

P dx+Q dy =
˜
D

(
∂Q
∂x − ∂P

∂y

)
dσ

等价条件：∂Q
∂x = ∂P

∂y 在单连通区域 D 内 ⇔
´
L P dx+Q dy 与路径无关 ⇔ P dx+Q dy 是某函

数的全微分。

7.4 曲面积分

高斯公式

‚
ΣP dy dz +Q dz dx+R dx dy =

˝
Ω

(
∂P
∂x + ∂Q

∂y + ∂R
∂z

)
dV（Σ 取外侧）

斯托克斯公式

¸
∂Σ

P dx+Q dy +R dz =
˜
Σ

∣∣∣∣∣∣∣∣
dy dz dz dx dx dy
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣
第一类曲面积分投影法

Σ : z = g(x, y)，(x, y) ∈ Dxy：
¨

Σ

f dS =

¨

Dxy

f(x, y, g(x, y))
√

1 + g2x + g2y dx dy
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7 核心公式速查表 高等数学（下）复习手册

7.5 级数

常数项级数审敛法速查

• 必要条件：lim an = 0（不满足则发散；满足不一定收敛）。

• 比较判别法：0 ≤ an ≤ bn，
∑
bn 收敛 ⇒

∑
an 收敛；

∑
an 发散 ⇒

∑
bn 发散。

• 极限形式：lim an
bn

= c > 0，则
∑
an 与

∑
bn 同敛散。常用 bn =

1

np
。

• 比值判别法：lim an+1

an
= ρ < 1 收敛，> 1 发散，= 1 不确定。

• 莱布尼茨判别法（交错级数
∑

(−1)nun）：un 单调递减且 limun = 0 ⇒ 收敛。

幂级数展开常用公式

1

1− x
=
∑∞

n=0 x
n，|x| < 1

1

1 + x
=
∑∞

n=0(−1)nxn，|x| < 1

ex =
∑∞

n=0

xn

n!
，|x| < +∞

sinx =
∑∞

n=0

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
，|x| < +∞

cosx =
∑∞

n=0

(−1)nx2n

(2n)!
，|x| < +∞

ln(1 + x) =
∑∞

n=1

(−1)n−1xn

n
，−1 < x ≤ 1

arctanx =
∑∞

n=0

(−1)nx2n+1

2n+ 1
，|x| ≤ 1

7.6 傅里叶级数

周期 2l

a0 =
1

l

ˆ l

−l
f(x) dx

an =
1

l

ˆ l

−l
f(x) cos nπx

l
dx

bn =
1

l

ˆ l

−l
f(x) sin nπx

l
dx

偶函数时：bn = 0，an =
2

l

ˆ l

0
f(x) cos nπx

l
dx

和函数：S(x) =
f(x−) + f(x+)

2

7.7 微分方程

二阶常系数齐次方程 y′′ + py′ + qy = 0

特征方程 r2 + pr + q = 0：

• ∆ > 0，r1 ̸= r2：y = C1e
r1x + C2e

r2x

• ∆ = 0，r1 = r2：y = (C1 + C2x)e
r1x

• ∆ < 0，α± βi：y = eαx(C1 cosβx+ C2 sinβx)
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8 易错点与常见陷阱 高等数学（下）复习手册

8 易错点与常见陷阱

8.1 曲线积分与曲面积分

陷阱 1：格林公式中的方向

格林公式要求 L 取正向（逆时针）。若题目给的是顺时针，结果要加负号。

陷阱 2：高斯公式中的侧

高斯公式要求封闭曲面取外侧。若 Σ 取上侧（开口向上），则补面应取下侧才能使整体取外侧。
补面后 Σ1 上的 dx dy：上侧取 + dx dy，下侧取 − dx dy。这一步的正负号是常见失分点。

陷阱 3：第二类曲面积分的对称性

对称性只适用于特定的” 对偶分量”：
• dy dz 前的系数关于 x 的奇偶性

• dz dx 前的系数关于 y 的奇偶性

• dx dy 前的系数关于 z 的奇偶性

不能混淆！
˜
Σ

x2 dy dz 看的是 x2 关于 x 的奇偶（偶函数），所以关于 x = 0 对称的曲面上该积

分为 0。

陷阱 4：挖洞法中小圆的方向

用格林公式挖洞时，内部小圆 Cε 取顺时针（与外曲线方向相反），所以˛
L
= −

˛
Cε（逆时针）

如果直接参数化 Cε（逆时针参数化 t : 0 → 2π），结果要加负号。

8.2 幂级数

陷阱 5：收敛域的端点检验

求出收敛半径 R 后，必须单独检验 x0 ± R 两个端点。端点处可能是条件收敛、绝对收敛或发

散，需要逐个判断。

陷阱 6：缺项级数的收敛半径

如
∑
anx

2n 或
∑
anx

3n+1，不能直接用 lim |an/an+1|。应使用比值法或根值法对整个通项操作。

陷阱 7：先导后积时的常数

” 先导后积” 时，
´ x
0 S

′(t) dt = S(x)− S(0)，不要忘记加 S(0)。同理，” 先积后导” 时要确认积
分下限的选择。
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9 核心概念关系总图 高等数学（下）复习手册

8.3 傅里叶级数

陷阱 8：和函数在间断点的值

和函数 S(x) 在间断点取左右极限的平均值，不是 f(x) 本身。特别地，在周期端点 x = ±l 处，

S(±l) = f(l−) + f(−l+)
2

，可能与 f(±l) 不同。

陷阱 9：a0 的系数

傅里叶级数写成 f(x) =
a0
2

+ · · ·，a0 前有
1

2
。有时题目要求的是

a0
2
的值，有时是 a0 的值，看

清再答。

偶函数时 a0 =
2

l

´ l
0 f(x) dx（系数是 2

l
而不是

1

l
）。

陷阱 10：非标准周期

周期不一定是 2π。公式中所有 cosnx、sinnx 中的 n 要换成
nπ

l
（其中 2l 是周期）。务必先确

定 l 的值。

8.4 可微性

陷阱 11：可微 ̸= 偏导连续

可微只能推出偏导存在，不能推出偏导连续。偏导连续是可微的充分条件，不是必要条件。

陷阱 12：极限路径的选择

证明不可微时，选 y = kx 走直线只能证明极限不存在。如果沿所有直线极限都是 0，还需要检

查其他路径（如 y = x2）。

9 核心概念关系总图

9.1 多元微分学概念关系

关系图

偏导数连续 ⇒ 可微 ⇒

连续可偏导
偏导数连续 ⇒ 连续 偏导数连续 ⇒ 可偏导
连续 ̸⇒ 可偏导，可偏导 ̸⇒ 连续（互不能推出）

可偏导 ̸⇒ 可微（反例：f(x, y) =

1, xy = 0

0, xy ̸= 0
在 (0, 0)）

可微 ̸⇒ 偏导连续（反例存在但较复杂）
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10 基础篇（热身） 高等数学（下）复习手册

9.2 级数收敛性关系

关系图

绝对收敛⇒收敛⇒部分和有界
绝对收敛 ̸⇔条件收敛（两者互斥）
条件收敛：

∑
an 收敛但

∑
|an| 发散（如交错调和级数）∑

|an| 收敛 ⇔
∑
an 绝对收敛 ⇒

∑
an 收敛

特殊：交错级数
∑

(−1)nun（un > 0），莱布尼茨判别法：un 递减且 → 0 ⇒ 收敛（可能是条件
收敛）

9.3 三大公式适用条件对比

格林/高斯/斯托克斯

格林 高斯 斯托克斯

对象 平面闭曲线 空间闭曲面 空间曲面边界

公式
¸
L P dx+Q dy

‚
Σ P dy dz + · · ·

¸
∂Σ P dx+Q dy+R dz

转为 二重积分 三重积分 曲面积分

条件 P,Q 一阶偏导连

续

同左 同左

方向 逆时针（正向） 外侧 右手定则

Part III

模拟演练

10 基础篇（热身）

1. 判断函数 f(x, y) =


x2y

x2 + y2
, (x, y) ̸= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

在 (0, 0) 处是否可微。

提示：先验证偏导数存在性，再用定义判断可微性。用极坐标化简极限。

26



10 基础篇（热身） 高等数学（下）复习手册

解答：fx(0, 0) = lim
x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x
= 0，同理 fy(0, 0) = 0。

∆z − 0 ·∆x− 0 ·∆y =
(∆x)2∆y

(∆x)2 + (∆y)2
。

取 ∆y = ∆x：
(∆x)3

2(∆x)2
=

∆x

2
→ 0。

取 ∆y = (∆x)2：
(∆x)2 · (∆x)2

(∆x)2 + (∆x)4
=

(∆x)4

(∆x)2(1 + (∆x)2)
=

(∆x)2

1 + (∆x)2
→ 0。

实际上极限为 0，可微。

2. 设 z = xy/z，求
∂z

∂x

∣∣∣∣
(e,1,1)

、
∂z

∂y

∣∣∣∣
(e,1,1)

、
∂z

∂z

∣∣∣∣
(e,1,1)

，并求沿方向 l⃗ = (1,−2, 2) 的方向导数。

提示：对 z = xy/z 取对数求偏导更方便，或直接用指数函数的求导法则。

解答：u = xy/z = exp
(y
z

lnx
)
。

ux =
y

z
· xy/z−1 ⇒ ux(e, 1, 1) = 1

uy =
1

z
· xy/z lnx⇒ uy(e, 1, 1) = e

uz = − y

z2
· xy/z lnx⇒ uz(e, 1, 1) = −e

|⃗l| = 3，方向导数 =
1 · 1 + e · (−2) + (−e) · 2

3
=

1− 4e

3
。

3. 交换积分顺序：
ˆ 1

0
dx
ˆ 1

y

tanx
x

dy。

提示：画出积分区域，被积函数 tanx
x 关于 y 是常数。

解答：区域 D : 0 ≤ y ≤ 1, y ≤ x ≤ 1，等价于 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x。ˆ 1

0
dx
ˆ 1

y

tanx
x

dy =

ˆ 1

0
dx
ˆ x

0

tanx
x

dy =

ˆ 1

0

tanx
x

· x dx =

ˆ 1

0
tanx dx = − ln cos 1
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4. 判断级数
∑∞

n=1(−1)n ln
(
1 +

a

n

)
（a > 0）的敛散性（绝对收敛/条件收敛/发散）。

提示：先用莱布尼茨判别法判断收敛性，再用比较判别法判断
∑

ln(1 + a/n) 的发散性。

解答：
∑

|(−1)n ln(1 + a/n)| =
∑

ln(1 + a/n)。由 lim
n→∞

ln(1 + a/n)

1/n
= a > 0，而

∑
1/n 发散，

所以
∑

ln(1 + a/n) 发散。

原级数是交错级数，un = ln(1 + a/n) 单调递减且 limun = 0，由莱布尼茨判别法收敛。

综上，条件收敛。

5. 求
∑∞

n=1

(−1)n

np
的敛散性（p > 0）。

提示：分 p ≤ 1 和 p > 1 讨论。

解答：p > 1 时
∑ 1

np 收敛，原级数绝对收敛。0 < p ≤ 1 时
∑ 1

np 发散，但由莱布尼茨判别法原

级数收敛，故条件收敛。

6. 求
∑∞

n=0

xn

n!
的收敛半径。

提示：用比值法或直接识别为 ex 的展开。

解答： lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim n!

(n+ 1)!
= lim 1

n+ 1
= 0，R = +∞。

11 进阶篇

1. 计算
˛

C

−y dx+ x dy
x2 + y2

，其中 C 是不过原点的逆时针简单闭曲线。
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提示：分两种情况——原点在 C 内和原点在 C 外。

解答：P =
−y

x2 + y2
, Q =

x

x2 + y2
。∂Q

∂x − ∂P
∂y = 0（x2 + y2 ̸= 0 时）。

若原点在 C 外：由格林公式，积分 = 0。

若原点在 C 内：挖洞法。取小圆 Cε : x = ε cos t, y = ε sin t（逆时针）：˛
Cε

−y dx+ x dy
x2 + y2

=

ˆ 2π

0

ε2 sin2 t+ ε2 cos2 t
ε2

dt

=

ˆ 2π

0
1dt = 2π

由格林公式挖洞法，
¸
C = 2π。

2. 计算
¨

Σ

2xy dy dz − y2 dz dx− z dx dy，其中 Σ 是 z = x2 + y2 (z ≤ 1) 的上侧。

提示：补 Σ1 : z = 1（下侧），用高斯公式。

解答：补 Σ1 : z = 1, x2 + y2 ≤ 1 取下侧。

高斯公式：div = ∂
∂x(2xy) +

∂
∂y (−y

2) + ∂
∂z (−z) = 2y − 2y − 1 = −1。

‚
Σ+Σ1

=
˝

V (−1) dV = −1

2
· 4
3
π · 13 = −2π

3
。

Σ1 上（z = 1，下侧）：dy dz = 0，dz dx = 0，dx dy = − dσ。¨

Σ1

=

¨

Dxy

(−1)(− dσ) = π

原积分 = −2π

3
− π = −5π

3
。
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3. 求幂级数
∑∞

n=0

x2n

2n+ 1
的和函数及收敛域。

提示：设 S(x) =
∑ x2n

2n+1，考虑 xS(x) 或 S′(x)。

解答：S(x) =
∑∞

n=0

x2n

2n+ 1
。令 S1(x) = xS(x) =

∑∞
n=0

x2n+1

2n+ 1
。

S′
1(x) =

∑∞
n=0 x

2n =
1

1− x2
（|x| < 1）。

S1(x) = S1(0) +

ˆ x

0

1

1− t2
dt = 1

2
ln 1 + x

1− x
。

S(x) =
S1(x)

x
=

1

2x
ln 1 + x

1− x
（x ̸= 0），S(0) = 1。

收敛域：|x| < 1。端点 x = ±1 处级数 =
∑ 1

2n+1 发散，故收敛域 (−1, 1)。

4. f(x) 以 2π 为周期，f(x) =
π − x

2
(0 < x < 2π)，求傅里叶展开式。

提示：利用奇函数性质简化。先判断 f 的奇偶性，再选择适当的积分区间。

解答：作变量代换令 g(t) = f(t+ π) =
π − (t+ π)

2
= − t

2
（−π < t < π），是奇函数。

因此 an = 0（n = 0, 1, 2, . . .）。

bn =
1

π

ˆ π

−π
g(t) sinnt dt = 1

π

ˆ π

−π

(
− t

2

)
sinnt dt

g(t) sinnt 是偶函数，bn = − 2

π

ˆ π

0

t

2
sinnt dt。

分部积分：u =
t

2
，dv = sinnt dt：

bn = − 1

π

[
− t cosnt

n

∣∣∣π
0
+

ˆ π

0

cosnt
n

dt
]
= − 1

π

[
−π cosnπ

n
+ 0
]
=

(−1)n

n
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f(x) =

∞∑
n=1

sinnx
n
。

5. 将 f(x) = arctan 1 + x

1− x
展开为 x 的幂级数。

提示：先求导 f ′(x)，利用
1

1 + t2
的展开式，再积分。

解答：

f ′(x) =
1

1 +
(
1+x
1−x

)2 · (1− x) + (1 + x)

(1− x)2
=

(1− x)2

(1− x)2 + (1 + x)2
· 2

(1− x)2
=

1

1 + x2

f ′(x) =
1

1 + x2
=
∑∞

n=0(−1)nx2n（|x| < 1）。

f(x) = f(0) +

ˆ x

0

∞∑
n=0

(−1)nt2n dt = π

4
+

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

2n+ 1
。

（f(0) = arctan 1 =
π

4
。）

12 挑战篇

1. 计算
˛

C

(x+ y) dx+ (y − x) dy
x2 + y2

，其中 C : 2x2 + y2 = 1 取逆时针。

提示：原点在 C 内部，用挖洞法。小圆参数化后注意三角恒等式的化简。

解答：P =
x+ y

x2 + y2
, Q =

y − x

x2 + y2
。奇点 (0, 0) 在 C 内。
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∂Q
∂x − ∂P

∂y = 0（去掉原点后），挖洞法。

取 Cε : x = ε cos t, y = ε sin t（逆时针），t : 0 → 2π：
˛
Cε

=

ˆ 2π

0

(ε cos t+ ε sin t)(−ε sin t) + (ε sin t− ε cos t)(ε cos t)
ε2

dt

=

ˆ 2π

0

−ε2 cos t sin t− ε2 sin2 t+ ε2 sin t cos t− ε2 cos2 t
ε2

dt

=

ˆ 2π

0
(− sin2 t− cos2 t) dt =

ˆ 2π

0
(−1) dt = −2π

由格林公式挖洞法（内部小圆逆时针与外部同向），原积分 = −2π。

2. Σ : z = x2 + y2 (z ≤ 1) 上侧，求 I =

¨

Σ

(x− 1)3 dy dz + (y − 1)3 dz dx+ (z − 1) dx dy。

提示：补 Σ1 : z = 1（下侧），用高斯公式。注意散度的展开和柱坐标计算。

解答：补 Σ1 : z = 1, x2 + y2 ≤ 1 取下侧。

div = 3(x− 1)2 + 3(y − 1)2 + 1 = 3x2 + 3y2 − 6x− 6y + 7。

由对称性，
˝

V x dV =
˝

V y dV = 0（V 关于 xz 平面和 yz 平面对称）：

˚
V

div dV =

˚
V
(3r2 + 7) dV = 2π

ˆ 1

0
dz
ˆ √

z

0
(3r2 + 7)r dr

ˆ √
z

0
(3r2 + 7)r dr = 3

4
z2 +

7

2
z

˝
V div dV = 2π

ˆ 1

0

(
3

4
z2 +

7

2
z

)
dz = 2π

(
1

4
+

7

4

)
= 4π

Σ1 上（z = 1，下侧，dy dz = 0, dz dx = 0）：
˜
Σ1

= (1− 1) dx dy = 0（投影到 Dxy，z− 1 = 0）。

I = 4π − 0 = 4π。
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3. 设 f(x)以 2为周期，在 [−1, 1]上 f(x) = |x|+1。将 f(x)展开为傅里叶级数，并求
∑∞

n=1

1

(2n− 1)2

的值。

提示：f 是偶函数，bn = 0。a0 和 an 的积分中 f(x) = x+ 1（x > 0 时），分部积分求 an。代入

x = 0 求和。

解答：2l = 2，l = 1。f 为偶函数，bn = 0。

a0 =
2

1

ˆ 1

0
(x+ 1) dx = 2 · 3

2
= 3。

an = 2

ˆ 1

0
(x+ 1) cosnπx dx。分部积分：u = x+ 1，dv = cosnπx dx。

an = 2

[
(x+ 1) sinnπx

nπ

∣∣∣1
0
−
ˆ 1

0

sinnπx
nπ

dx
]

= 2

[
0− 1

nπ
· − cosnπx

nπ

∣∣∣1
0

]
=

2

n2π2
[(−1)n − 1]

n 为偶数时 a2k = 0；n 为奇数时 a2k−1 =
−4

(2k − 1)2π2
。

f(x) =
3

2
− 4

π2

∞∑
k=1

1

(2k − 1)2
cos(2k − 1)πx。

令 x = 0：f(0) = 1 =
3

2
− 4

π2

∞∑
k=1

1

(2k − 1)2
。

∑∞
k=1

1

(2k − 1)2
=
π2

8
。

4. 讨论级数 1− 1

2p
+

1

3
− 1

4p
+ · · ·+ 1

2n− 1
− 1

(2n)p
+ · · ·（p > 0）的敛散性。

提示：分 p = 1、p > 1、p < 1 三种情况讨论。p > 1 时考虑偶数项部分和的极限。

33



12 挑战篇 高等数学（下）复习手册

解答：

p = 1：级数 = 1 − 1
2 + 1

3 − 1
4 + · · · 为交错调和级数，un = 1

n 递减趋于 0，由莱布尼茨判别法，

收敛。

p > 1：S2n =
(
1 + 1

3 + · · ·+ 1
2n−1

)
−
(

1
2p + 1

4p + · · ·+ 1
(2n)p

)
。

第一个括号 > 1
2 + 1

4 + · · ·+ 1
2n → ∞。

第二个括号 < 1 + 1
2p + · · · =

∑ 1
np 收敛（p > 1）。

所以 limS2n = ∞，发散。

p < 1：将级数改写为 1−
∑∞

n=1

(
1

(2n)p − 1
2n+1

)
。通项

1

(2n)p
− 1

2n+ 1
> 0。

lim
n→∞

1
(2n)p − 1

2n+1

1
np

=
1

2p
> 0，而

∑ 1
np（p < 1）发散，故发散。

综上：p = 1 时收敛，p ̸= 1 时发散。

5. 求函数 u = 4xyz（x > 0, y > 0, z > 0）在条件
x

a
+
y

b
+
z

c
= 1（a, b, c > 0）下的最大值。

提示：构造拉格朗日函数，消去 λ 的技巧——三个方程分别乘以 x, y, z 后相加。

解答：L = 4xyz + λ
(x
a
+
y

b
+
z

c
− 1
)
。


Lx = 4yz + λ

a = 0 ⇒ λ = −4ayz

Ly = 4xz + λ
b = 0 ⇒ λ = −4bxz

Lz = 4xy + λ
c = 0 ⇒ λ = −4cxy

由前两式：−4ayz = −4bxz ⇒ ay = bx⇒ y =
bx

a
。同理 z =

cx

a
。

代入约束：
x

a
+
bx

a2
+
cx

a2
=
x

a

(
1 +

b

a
+
c

a

)
= 1，x =

a

1 + b/a+ c/a
=

a2

a+ b+ c
。

umax = 4 · a2

a+ b+ c
· ab

a+ b+ c
· ac

a+ b+ c
=

4a3bc

(a+ b+ c)3
。

6. 设 {an} 满足 a0 = 2, a1 = 1，an+2 = (n+ 2)(n+ 1)an (n ≥ 0)，S(x) =
∑∞

n=0 anx
n，求 S(x)。

提示：将递推关系转化为 S(x) 的微分方程。
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解答：an+2 = (n+ 2)(n+ 1)an。两边乘 xn+2 求和：

∞∑
n=0

an+2x
n+2 =

∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 1)anx
n+2

左边 = S(x)− a0 − a1x = S(x)− 2− x。

右边 = x2
∑∞

n=0(n+ 2)(n+ 1)anx
n。令 S′′(x) =

∑∞
n=2 n(n− 1)anx

n−2，则∑∞
n=0(n+ 2)(n+ 1)anx

n = S′′(x)。

所以 S(x)− 2− x = x2S′′(x)，即 x2S′′(x)− S(x) = −2− x。

齐次方程 x2y′′ − y = 0 的特征（Euler 方程，令 x = et）或直接验证 y = xr：r(r − 1)− 1 = 0，

r2 − r − 1 = 0，r =
1±

√
5

2
。

Sh = C1x
(1+

√
5)/2 + C2x

(1−
√
5)/2。

特解：由右边 −2−x的形式，设 Sp = A+Bx，S′′
p = 0，x2 ·0−(A+Bx) = −2−x，A = 2, B = 1。

S(x) = C1x
(1+

√
5)/2 + C2x

(1−
√
5)/2 + 2 + x。

由 S(0) = a0 = 2 ⇒ C1 · 0 + C2 · 0 + 2 + 0 = 2（自动满足）。

S′(x) = C1 ·
1 +

√
5

2
x(−1+

√
5)/2 + C2 ·

1−
√
5

2
x(−1−

√
5)/2 + 1。

S′(0) = a1 = 1。当 x→ 0 时，x(−1−
√
5)/2 → ∞（指数为负），为使 S′(0) 有限，需 C2 = 0。

C1的确定：S′(x) = C1·
1 +

√
5

2
x(−1+

√
5)/2+1，S′(0) = 1（当 (−1+

√
5)/2 > 0时，x(−1+

√
5)/2 → 0），

所以 C1 取任意有限值均满足 S′(0) = 1。

（注：本题需要更细致的幂级数收敛域分析来确定 C1，但在考试中通常给出更多条件。核心方法

——递推转微分方程——已经展示。）
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